sine integral

Goniometrické
(trigonometrické)

funkcie

Obldkova miera, redlne Cisla a body jednotkovej kruznice. Uhly moézme merat v stupiioch a radidnoch
(oblikova miera). V stupiioch uhly merat uréite vieme (90° je pravy uhol) a vztah medzi stupfiami a radidnmi je
nasledovny: 180 stupiiov je 7 radidnov a teda 1 stupe je /180 radidnov a 1 radian je 180/7 stupiiov.

Z toho potom vyplyva, ze velkost uhla meraného v radidnoch zodpoveda dizke kruZnicového obltka prisla-
chajticeho tomuto uhlu na jednotkovej kruznici (kedZe dizka polkruznice s polomerom 1 prislicha uhlu 7 radianov).

Teraz kazdému redlnemu ¢islu x priradime bod A na jednotkovej kruznici. Majme jednotkova kruznicu k v suradni-
covej sustave so stredom v zaciatku stustavy a P nech je priese¢nik k s kladnym smerom osi z. Pohybujme sa teraz z
bodu P po jednotkovej kruznici proti smeru hodinovych ruci¢iek. Drahu ktort prejdeme ozna¢me x a bod v ktorom sa
nachadzame ozna¢me A[z 4, y4]. Pri zdpornom x pdjdeme len opaénym smerom. Kazdé redlne éislo = teda jednoznacne
urcuje bod A (teda jeho stradnice z4 a ya).

Definicia funkcii sinus, kosinus, tangens a kotangens. V zmysle predchadzajicich tvah definujeme funkcie
sinus a kosinus ako

sinx = ya COST =T A

Sinus je teda taka funkcia, ktora priraduje k ¢islu = stradnicu y4, kosinus priraduje z4!.
Funkcie tangens a kotangens mozme definovat taktiez geometrickym sposobom, alebo jednoducho takto:

cosx . . . 1 1
a taktiez definujeme funkcie cosecx = secr =

tgr =

cosT sinx sin x CcosS T

Z definicii vyplyva aj pouzitie goniometrickych funkcii v trigonometrii, kde sinus uhla v pravouhlom trojuholniku je
pomer protilahlej strany ku prepone, kosinus pomer prilahlej odvesny ku prepone, tangens pomer protilahlej odvesny
ku prilahlej odvesne a kotangens naopak.

Vlastnosti goniometrickych funkcii. V prvom rade, vsetky goniometrické funkcie st periodické, ¢o stvisi s
ich definiciou. Funkcie sinus a kosinus st periodické s periédov 27 a funkcie tangens a kotangens s periédou 7. Staci
nam teda poznat priebeh funkcii (ich grafy st uvedené na konci dokument) na intervale (0, 27) resp. (0, 7) a potom
mudro vyuzivat ich periodicitu. Funkcie nie st prosté (¢o je prirodzené, kedZe st periodické, ale nie st prosté ani
na intervale (0,27)), na ¢o si treba dévat pozor pri rieSeni goniometrickych rovnic (ak méme rovnicu sinz = 1/2,
tak riesenim je mnozine K = {w/6 + 2km; k € Z} U {5/6m + 2km; k € Z}). Funkcie sinus a kosinus st ohranicené,
¢o znamena, Ze ich obor hodnét je nejaky uzavrety interval (napriklad rovnici cosz = 5 nevyhovuje niaké redlne? z).
Funkcia kosinus je ako jedind z goniometrickych funkcii parna. Sinus, tangens a kotangens st neparne.

Hodnoty gon. funkcii pre vyznacné hodnoty uhlov. Uvedieme teraz hodnoty gon. funkcii pre vyzna¢né uhly
a ukazeme suvis medzi priebehom funkcie v jednotlivych kvadrantoch.

0| n/6 | n/4 | «/3 | 7w/2 | 7w—7/3 m—m/4 T—7/6 ™ T+ 7/6 T+ /4
0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° —60° | 180° —45° | 180° —30° | 180° | 180° + 30° | 180° + 60°
simz | 0 | 1/2 [ v2/2|V3/2] 1 V3/2 V2/2 1/2 0 -1/2
cosz | 1 |V3/2]+Vv2/2] 1/2 | 0 —-1/2 —V/2/2 —/3/2 ~1 —/3/2
tga 0 |v3/3] 1 V3 | - -3 —1 —V/3/3 0 V3/3
cotgx | - V3 1 Vv3/3 | 0 —/3/3 -1 —/3 - V3
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1Je zaujimavé, ze ked umocnime ¢islo e (eulorovo &islo, e ~ 2, 71828182846) na nejaky x-ty ndsobok komplexnej jednotky i (definované
ako i2 = —1), tak dostaneme zaujimavy Eulerov vztah. Niekedy sa na definiciu gon. funkcii pouziva prave tato rovnost.
e = cosz +isinx

2No v obore komplexnych ¢isel ma tato rovnica mnozinu rieseni K = {2k 4 icosh™1(5); k € Z} U {2kn — icosh™1(5); k € Z}




Ak pozndme hodnoty funkcii v intervale (0,7/2) tak sme schopny zo znalosti priebehu funkcie vypoéitat hodnoty
funkcii pre lubovolné x.3 Spdsob bol naznaceny aj v tabulke no zovieobecnime ho: D4 sa vidiet (z grafov, jednotkovej
kruznice, vlastnosti funkei ako parnost, neparnost, periodicita), ze plati

sin(xz) = —sin(—x) cos(x) = cos(—x) tg(x) = —tg( x) cotg(x) = — cotg(—x) (1)
sin(z) = sin(x — 2km) cos(z) = cos(z — 2km) tg(z) = tg(x — kn) cotg(x) = cotg(x — k) (2)
sin(z) = sin(r — ) cos(z) = — cos(m — x) tg(z) = —tg(r — ) cotg(x) = — cotg(m — x) (3)
sin(x) = —sin(z — ) cos(xz) = — cos(z — ) (4)
sin(xz) = —sin(27 — ) cos(z) = cos(2m — x) (5)
Takze ak hladdme hodnotu sin z pre nejaké netradiéné x, povedzme z = —29/6m, tak sa pozrieme na hore vypisané

rovnosti a vyuzijeme ich tak, aby sme k z-ku nasli nejaké ¢islo y z intervalu (0, 7/2) také, ze sin(z) = £sin(y). Takze:

sin(—29/6m) W sin(29/6m) takze sin(—31/67) = —sin(7/6) = —1/2

sin(29/67) £ sin(29/6m — 4r) = sin(5/6r)
sin(5/6m) © sin(r — 5/67) = sin(7/6)

Vztahy medzi gon. funkciami, sictové vzorce. Teraz (bez odvodenia) uvedieme niektoré vzfahy medzi goni-
ometrickymi funkciami:

t 2
sin(4x + 7/2) = cos(x) sin? z + cos®z = 1 sin?z = %
1
cos(+(z — 7/2)) = sin(x) tgrcotgr =1 cos’x = m

tg(m/2 — x) = cotg(x)

Vztahy nalavo sa niekedy vyuzivaji na zjednodusovanie vyrazov a uvidime, Ze vyplyvaji aj zo suctovych vzorcov,
ktoré zachvilu uvedieme. Pomocou vztahov v strede a napravo, mdzme zo znalosti funkénej hodnoty jednej funkcie
dopoditat ostatné. Dalsie vztahy su:

1—
sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa sin(2a) = 2sinacosa ‘sin g =1/ ¥
1
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb cos(2a) = cos®> a — sin®b ‘cos g =4/ y

tga +tgb 2tga a 1—-cosa
tgla+b) = ——>"— tg(2a) = ———— tg = | =4/ ——
1—tgatga 1—-tg“a 2 1+ cosa

V lavom stlpci st tzv. suétové vzorce. Potom vzorce pre dvojnasobny a poloviény uhol ktoré sa daji zo sactovych
vzorcov odvodit. Stictovy vzorec pre tangens sa odvadza taktiez zo stuc¢tovych vzorcov pre sinus a kosinus. Tie sa daja
lahko odvodit z vlastnosti vektorovych suctov. Existuji aj vzorce pre rozdiel dvoch uhlov, ale tie sa daju dostat len
substitticiou —b za b. Dalsie vztahy su:

sinag +sinb = 2sin & cosa;b cosacosb = cos(a — b) ;COS(G‘H?)
sina — sinb = 2cos = sina;b sinasinb = cos(a +) ;cos(a—b)
cosa -+ cosb = 2 cos - cosagb sinacosb = sinfa +) —;—sin(a—b)
cosa — cosb = 2sin sina;b cosasinh = Snle+b) ;Sin(a*b)

Na lavo st vzorce, ktoré zo suctu spravia sucin, na pravo zo sucinu sucet. Niekedy sa mozme stretntf s vyuzitim

tychto vzorcov (tych na lavo pri rieSeni goniometrickych rovnic, ¢i pri odvaddzani fyzikdlnych zékonov).

Je zaujimavé, 7e pomocou niektorjch z uvedenych vzorcov a dopoéitania sin 45° = 1/2/2 z rovnoramenného trojuhol-

nika sme schopny zostrojif tabulky hodnét ako to robili stredoveki ucenci*.
Grafy goniometrickych funkcii.

£(x) =tan(x) £ (x) =cot (x)
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3Nie je to celkom trividlne tvrdenie, ale da sa to odvovodnif tym, Ze kruznica méa vo vsetkych Styroch kvadrantoch rovnaky tvar resp.
sa funkcia sprava v kazdom kvadrante velmi podobne.

4Spometime Kopernikovho ziaka Reticusa (1514-1596), ktory vypoécital 10-miestne tabulky s krokom 10 uhlovych sektind. Nachadzalo
sa tam ale mnoho chyb. Az Pitiscus priniesol naozaj dobré 15-miestne tabulky (1613). Gon. funkcie sa vtedy vyuzivali hlavne na praktické
Gacely v astronémii.
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