Funkcia
a jej vlastnosti

cornu spiral

Definicia funkcie: Funkciu mézme definovat rozne - zlozito (presne, zdlhavo, neintuitivne) alebo jednoducho
(jasne ale nie celkom presne)!. Sktisime teda sformulovat, ¢o je to funkcia:

Definicia 1 Funkciou z ciselnej mnoziny A do cCiselnej mnoZiny B nazyvame predpis, ktory kazZdému prvku
mnoziny A priradi prave jeden prvok mnozZiny B.

Funkcie oznacujeme zvy¢ajne malymi pismenami f, g a pod. Ak f je funkcia z mnoziny A do mnoziny B a
a € A, tak prvok, ktory tato funkcia priraduje prvku a, oznac¢ime f(a). Prvok f(a) nazgvame aj funkénou hod-
notou funkcie v ¢isle a. Premenni a nazyvame aj nezavysle premenna (alebo argument funkcie). Mnozinu
A nazyvame aj definiénym oborom funkcie f a oza¢ujeme ho D(f) a mnozinu vSetkych tych b € B, ktoré su
funkénou hodnotou nejakého prvku z mnoziny A nazyvame oborom hodnét funkcie f a oznacujeme ho H(f).
Funkciu mozme ur¢it analyticky, t. j. ,vzorcom®, ale aj vypisanim dvojic a, b, takisto moézme funkciu uréit jej
grafom alebo mozme funkcie definovat kadejakymi inymi spésobmi?. Funkcie sa definuji zvyc¢ajne napriklad takto:
funkcia f : R — R tak4, ze f(z) = 22 (funkcia z mnoziny R do mnoziny R také, ze ku kazdému x z R priradi f(z)
také, ze f(x) = x2). Plati taky dohovor, nakolko je nepohodIné uvadzat pri kazdej funkcii jej definiény obor, ze
pri funkcidch danych analyticky je definiény obor (pokym sa nepovie in4¢) mnozina vSetkych redlnych éisel, pre
ktoré vyraz definujuci funkciu mé zmysel.

Grafom funkcie rozumieme mnozinu bodov v stradnicovej ststave so siradnicami [a, f(a)], kde a € D(f). Na
os x sa teda nanasaju prvky mnoziny z definiéného oboru funkcie a na os y funkéné hodnoty, teda prvky z oboru
hodnot. Z tohto dovodu sa niekedy na zapis funkcie pouziva tvar y = f(x) (napriklad y = 42 + 2. Tento zapis je
mozné vidiet asi najCastejsie v zoSitoch Studenta gymnéazia).

Vlastnosti funkcie: Na tomto mieste zadefinujeme jednotlivé vlastnosti funkcie. Definicie mozu byt na prvy
pohlad neintuitivne a preto budeme dané vlastnosti demonstrovat grafom funkcie (na konci dokumentu), ktora
dant vlastnost ma.

& Prosta funkcia

Definicia 2 Hovorime, Ze funkcia f z mnoZiny A do mnoziny B je prostd, ak roznym prvkom mmnoZiny A prira-
duje rozne proky mnoZiny B, t.j. pre vietky x1,x9 € A plati: ak x1 # xo tak f(x1) # f(x2).

Prostou funkciou je napriklad linedrna funkcia f(x) = 2z + 3.

& Monoténnost

Definicia 3 Funkcia [ je (na celom D(f) alebo na mnozine M C D(f)) rastica (klesajica) ak pre viekty
x1,x2 € D(f) (resp. x1,22 € M) plati: ak x1 < x2, tak af f(x1) < f(z2) (resp. f(x1) > f(z2)).

Funkcia je rydzomonoténna ak je bud rastica alebo klesajica. Ak je funkcia rydzomonoténna, tak je prosta (ob-

ratene to vo vieobecnosti neplati). Priklad rydzomonoténnej funkcie (rasttcej) je f(z) = x3.

& Ohraniéenost

Definicia 4 Hovorime, Ze funkcia f je ohranicend na mnoZine M, ok existuje také cislo k, Ze pre kazdé x € M je
|f(z)| < k. Funkcia je zdola (zhora) ohranicend na mnozine M, ok existuje také cislo d (h), Ze pre kazdé v € M
je F(2) > d (f(x) < h).

Po lopate povedané: ak je obor hodnét ohranic¢eny zdola (zhora), funkcia je ohrani¢end zdola (zhora). Ak je fun-
kcia ohranicené aj zdola aj z hora, je ohranicend, teda jej obor hodnét je ohraniceny. Ohrani¢enou funkciou je
napriklad f(z) = sinz. Neohranic¢end funkcia je napriklad f(z) = tgzx.

& Existencia maxima a minima

Definicia 5 Funkcia f md v ¢&isle r mazimum (minimum) ak pre kaZdé x € D(f) plati, Ze f(x) < f(r)
(F(@) > (1)

Po lopate: funkcia mé v danom bode maximum (minimum) ak je funkénd hodnota v tom bode najvyssia (najniz-
§ia). Ak ma funkcia maximum (minimum) je zhora (zdola) ohraniend (obratene neplati, napriklad f(z) = 1/z
je zdola ohrani¢en4 ale nemé minimum v ziadnom bode!). Priklad: funkcia f(x) = —(x + 3)? — 1 m4 maximum v
¢isle —3. Minimum nemé v ziadnom cisle.

IPotom existuji este hlipe, zle formulované a délezito sa tvariace definicie, ktoré dasto mozete niekde zbadat
2Takzvané fresnelove integraly (funkcie podobné sinusom a kosinusom) sti definované takymto spésobom: S(u) = [ Sin(%ﬂxz) dx

a C(u) = [y cos(372?) da, ¢o sa d4 zapisat elegantne ako
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& Vlastnosti symetrie Niektoré funkcie maja ta vlastnost, Ze ich grafy su symetrické.

Q Parna funkcia
Definicia 6 Funkcia f s definiénym oborom D(f) je pdrna®, ked pre kazdé cislo x plati, Ze ak x € D(f) tak aj
—x € D(f) a zdroven pre kazdé x € D(f) plati, Ze f(x) = f(—x).
Takato funkcia je osovo symetrickd podla osi y. Medzi parne funkcie patria vSetky mocninné funkcie s parnym
exponentom a napriklad aj funkcia kosinus.

© Neparna funkcia
Definicia 7 Funkcia f s definiéngm oborom D(f) je nepdrna, ked pre kaZdé éislo x plati, Ze ak x € D(f) tak aj
—z € D(f) a zdroveri pre kazdé x € D(f) plati, Ze f(x) = —f(—x).
Takéato funkcia je stredovo symetrickd so stredom suradnicovej sustavy. Medzi naparne funkcie patria mocninné
funkcie s neparnym exponentom a napriklad aj sinus, tangens a kotangens.

& Periodicka funkcia

Definicia 8 Hovorime, Ze funkcia f je periodickd s periddou p, ak pre kazdé x € D(f) plati f(x +p) = f(x).
Graf periodickej funkcie je zhodny so svojim obrazom pri posunuti o p v smere osi . Priklad na periodické funkcie
st goniometrické funkcie.

Operacie s funkciami: Pomocou jednej alebo viacerjch funkcii dokdzeme vytvorif dalsie funkcie pomocou
operacii s funkciami. Spomenieme tri operacie: Algebraické operacie st zndme operacie ako séitavanie, od¢ita-
vanie, nasobenie a delenie. V tomto zmysle pracujeme s funkénymi hodnotami funkcii ako s ¢islami ¢i premennymi
a takto ziskavame nové funkcie (moézme takto vytvorif novia funkciu f(z) z funkcii g(z) = 22 a h(z) = sinz
napriklad takto f(z) = g(x) + 2h(x) = 22 + 2cos(z)). Dalej mozme funkcie skladat a dostaneme zloZzené fun-
kcie. Robi sa to tak, ze funkéna hodnota jednej funkcie bude argumentom druhej, teda h(z) = f(g(x)) (napriklad
f(x) = sin(z?)). Viac sa budeme venovat tretej opericii, a tou je inverzna funkcia. Uz sme si hovorili ¢o je
to prostd funkcia. Ak f je prostd funkcia, tak kazdé f(a) uréuje jednoznacne a, pre ktoré je f(a) jeho funkénou
hodnotou a teda moézme definovat novi funkciu.

Definicia 9 Nech f je prostd funkcia na mnoZine A (definiény obor), nech B je jej obor hodnét. Potom funkciu
g s definoéngm oborom B a oborom hodnét A definovani predpisom g(b) = a prdve vtedy, ked f(a) = b nazgvame
inverznou funkciou k funkcii f. Inverznii funkciu k funkcii f oznacujeme obyjcajne f~1.

Teda ked hladédme inverznti funkciu, zaujima nas, ¢o sa zobrazi na prvok b, totiz ak f(a) = b, tak f~1(b) = a.
Teda nech f(a) = 2a = b. Potom a = 2, ¢ize f~1(b) = 5.

Uvedieme zopér dvojic funkcii, ktoré st navzajom inverzné: b = a®> a a = vVb; b = ¢* a a = log.b; b = cosa a
a = arccos b (ale pozor, nie je celkom pravda, ze funkcie v prvom a trefom priklade s navzajom inverzné funkcie.
Treba pri uréeni tych funkcii nie¢o dodat, ¢o?)

Plati zaujimava vec, Ze graf inverznej funkcie f~! je osovo stimerny s grafom funkcie f podla osi, ktord je grafom
funkcie f(x) = «.

Dalej si mézme uvedomit, ze zloznim funkcie f a jej inverznej funkcie f~! dostaneme f~1(f(a)) = a alebo naopak

) =0

Elementarne funkcie: Prakticky vSetky funkcie s ktorymi sa stretdvame st vytvorené zo zakladnych typov
funkcii (ktoré teraz vymenujeme) pomocou vyssie spomenutych operacii. Takéto funkcie sa nazyvaja elementérne.
Takze zékladné typy funkii st: polynomicka funkcia (napriklad f(z) = 2 + 222 + 1, patri sem aj konstantn4,
linedrna, kvadratickd a mocninna funkcia), racionalna funkcia (definovand ako podiel dvoch polynomickych
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funkcii, napriklad f(z) = Imf?z, patri sem aj linedrne lomend funkcia), goniometrické (nazyvané aj trigonomet-

rické) funkcie (napriklad f(z) = sinz, g(z) = cosecx = —2—), dalej exponencialna a logaritmicka funkcia (o
je invernza f. k exponencialnej) (f(z) = a” a g(z) = log, =) a nakoniec st to hyperbolické funkcie (napriklad
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hyperbolicky kosinus f(z) = coshz = <32—).
prosta funkcia rastuca funkcia ohrani cena funkci a exi stencia maxima a mnim
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parna funkcia parna funkcia 2 neparna tunkcia peri odi cka funkcia

VIV

3V Ceskej literattre sa mozte stretnif s pojmom ,sudé/lichd funkce* kde je dobré si pamiitat, e sudy = parny (alebo lichy =
nepérny). Tento poznatok vyuzijete aj v inych situdcidch!




