Goniometrické funkcie

Oblukova miera

Goniometrické funkcie st funkcie, ktoré sa pouZivaja pri merani uhlov (Goniometria — Meranie
Uhla). Pri tychto funkciach sa uvazuje o velkostiach uhlov udanych v obliikovej miere. Jednotkou
je radian (rad). Jeden radian je velkost’ rovinného uhla zovretého dvoma polpriamkami, ktoré na
krruznici s polomerom 1 opisanej ich zaciatku (jednotkova kruznica) vytinaji obluk velkosti 1.

Plny uhol ma velkost’ 27 radianov. Kedze plny uhol ma tiez 360°, prepoéet medzi stupnami a
360 2n )

di i ie iednoduchv Irad=—— 1°=
radianmi je jednoduchy ( 211 360

Orientovany uhol

Orientovanym uhlom AVB nazyvame usporiadant dvojicu polpriamok V4 a VB v tomto
poradi. Bod V nazyvame vrcholom orientovaného uhla, polpriamku V4 zaciato€nym ramenom
orientované¢ho uhla a polpriamku B koncovym ramenom orientované¢ho uhla. Zakladnou
velkost'ou orientovaného uhla rozumieme vel'kost’ toho uhla, ktory opise zaciatocné rameno
otacanim v kladnom smere do koncového ramena najkratSou cestou. Kladny smer je proti smeru
hodinovych ruciciek.

Pre velkosti orientovaného uhla plati 1. Zakladna velkost’ je v intervale <0,2m)

2.Ak a je niektord velkost’ orientovaného uhla, vSetky
vel’kosti tohto uhla mézeme vyjadrit’ ako o + 2km, kde
k Z .

Goniometrickeé funkcie na jednotkovej kruznici

Jednotkova kruZznica je kruznica so stredom v zaciatku suradnicovej stistavy a polomerom 1. Kedze
goniometrické funkcie meraju uhly, nakreslime do siradnicovej sustavy orientovany uhol s
velkostou x, ktorého vrcholom bude bod [0,0] = S a zadiatoénym ramenom polpriamka



. Priese¢nik koncového ramena s kruznicou nazveme M a jeho kolmy priemet na x-

ovu os M'. Potom x-ova stiradnica budu M bude kosinus (cos) uhla x a y-ova stradnica bude sinus
(sin) uhla x. DalSie dve goniometrické funkcie st tangens (tg) a kotangens (cotg). Tangens je

, : sin cos . e
definovany ako podiel s @ kotangens ako pragl Na jednotkovej kruznici je tangens

reprezentovany ako y-ova stradnica priese¢nika priamky, na ktorej lezi koncové rameno
orientovaného uhla, a doty¢nice ku kruznici v bode [0,1]. Kotangens je x-ova stradnica priese¢nika
priamky, na ktorej lezi koncové rameno orientovaného uhla, a doty¢nice ku kruznici v bode [1,0].

Sinus

Defini¢nym oborom je celd mnoZina redlnych ¢isel. Oborom hodnét je uzavrety interval<-1,1>.
Sinus je periodicka funkcia s periddou 2x. Jej hodnota je pre prvy a druhy kvadrant kladna, a pre
treti a Stvrty zaporna. Sinus je neparna funkcia. Jej grafom je sinusoida. Sinusoida je rastuca na
kazdom z intervalov<-n/2+2kmn;n/2+2kn>a klesajica_na intervale<n/2+2kmn,37/2+2kn>. Sinus je

ohraniceny. Nulové body st body x=kn. Extrémy st x=g kTt
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Kosinus

Defini¢nym oborom je celd mnozina redlnych ¢isel. Oborom hodnét je uzavrety interval<-1,1>.
Kosinus je periodicka funkcia s periddou 2x. Jej hodnota je pre prvy a Stvrty kvadrant kladna, a pre
druhy a treti zaporna. Kosinus je parna funkcia. Jej grafom je kosinusoida. Kosinusoida je rastiuca
na kazdom z intervalov<-Te+2kTr,2kTt>a klesajiica_na intervale<2k m,n+2kn>. Kosinus je ohraniceny.

Tt
Nulové body su body x:E kTt . Extrémy su x=kmu.
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Tangens

kr. Extrémy nema.

y. Nulové body st body x

Defini¢énym oborom je celd mnozina realnych Cisel okrem neparnych nasobkov n/2. Oborom hodn6t
anicen

je celd mnozina realnych cisel. Tangens je periodicka funkcia s periddou n. Jej hodnota je pre prvy

a treti kvadrant kladna a pre druhy a Stvrty zdporna. Tangens je neparna funkcia. Jej grafom je
tangentoida. Tangentoida je rastiicana kazdom z intervalov(w/2+k w;3 n/2+k m). Tangens je

neohr:
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Kotangens

Definicnym oborom je celd mnozina redlnych ¢isel okrem parnych nasobkov /2. Oborom hodnot
je cela mnozina redlnych Cisel. Kotangens je periodicka funkcia s periodou «. Jej hodnota je pre

prvy a treti kvadrant zaporna a pre druhy a Stvrty kladnd. Kotangens je neparna funkcia. Jej grafom

je kotangentoida. Kotangentoida je rastiicana kazdom z intervalov(km,n+km). Kotangens je



kTt . Extrémy nema.
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Zakladné vzt

1. Vyplyva to z pytagorove;j

Zéakladnym vztahom medzi sinusom a kosinusom je sin’(x)+cos*(x)

1

B cotg

(Vyplyva

(x)

Vzt'ah medzi tangensom a kotangensom je g (x)

vety v trojuholniku SMM'.

z definicie).

3ho argumentu

aporné

Ve

Hodnoty z

sin(x)

sin(-x)

cos(-x) = cos(x)
tg(-x) = -tg(x)



cotg(-x) = -cotg(x)

Suctové vzorce

Pri dokazovani bude potrebny vzorec na zistenie dizky tse¢ky, ked pozname suradnice koncovych
bodov. Nech Je tisecka AB, a jej koncové body maju suradnice [Xa, Ya] a [Xg, Yg]. Potom jej dlzka

je BI=V(X, X, (Y, Y,) .

Zékladnym stctovym vzorcom je cos(Xx-y) = sin(x)sin(y) + cos(x)cos(y). Dokaz bude pre

x>y xy (g JTT) Nakreslime si uhly x a y a priese¢niky ich koncovych ramien s jednotkovou
kruZnicou ozna¢ime A (pre x) a B(pre y). a d’alej uhol x-y I BSA. Jeho priese¢nik koncového
ramena s jednotkovou kruznicou bude C a bod [1,0] bude J.

Body: A[cos(x), sin(x)]
B(cos(y), sin(y)]
C[cos(x-y), sin(x-y)]
J[1,0]

Plati: |AB|=|CJ] .

|AB|=\/(cosx cosy)’ (sinx sin y)’
|C/I=V(cos(x y) 1) (sin(x y) O
\/(cosx cosy)’ (sinx siny)2=\/(cos(x y) 1) (sin(x y) 0 ()

(cosx cosy) (sinx siny)’=(cos(x y) 1)° (sin(x y) 0)
cos’x + cos’y — 2cos(x)cos(y) + sin*x+sin’y — 2sin(x)sin(y) = cos’(x-y) — 2cos(x-y) + 2 + sin*(x-y)

cos(x-y) = sin(x)sin(y) + cos(x)cos(y)

Pre vzorec cos(x+y) = sin(x)sin(y) — cos(x)cos(y) sa vyuzije to, ze kosinus je parny, sinus neparny a
xty = x-(-y).

Tt .
Pre vzorec sin(x+y) = sin(x)cos(y) + sin(y)cos(X) sa vyuzije to, ze COS(E X)=sinx a

sin (E x)=cosx aDPre sin(x-y) = sin(x)cos(y) — sin(y)cos(x) to, ze sin(-x) = -sin x
2

Vzorce pre dvojnasobny argument
sin(2x) = sin(x+x) = 2sin(x)cos(X)

c0s8(2x) = cos(x+x) = cos’x — sin’x = 2¢c0s’x — 1

Vzorce pre polovicny argument
1 =sin’y + cos’y
cos(2y) = cos’y — sin’y

Séita sa to.



1 cos(2y)
2

|cosy|=1/—1 cozs(Zy)

Nech yzg

2 _
cos” y=

1 cosx

2

cos(%)

Pre sinus:
1 = sin’y + cos’y

-c0s(2y) = -cos’y + sin’y

. xJ_ |1 cosx
sm(2)|—1 >

Sucet a rozdiel hodnét goniometrickych funkcii
sin(a+b) = sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b)

sin(a-b) = sin(a)cos(b)-cos(a)sin(b)

Scita sa to.

sin(a+b) + sin(a-b)= sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b) + sin(a)cos(b)-cos(a)sin(b)

Xy X Yy
h a=—— b=——— .
Nech a , @ 5
Potom:
sin x sinyZZSinx ycos%
sin x siny:2cosx ysin%
cosx COS)/=ZCOSx ycos%
COSX COSy= 2sin 2 ysinxTy

Cyklometrickeé funkcie

Urcujeme ich ako funkcie inverzné ku goniometrickym s podmienkou, ze vezmeme vhodny interval
n ajvacsej dlzky, kde st goniometrické funkcie prosté.

Ich n4zvy sa tvoria pridanim predpony arkus pred nazov prislusnej goniometrickej funkcie
(arkussinus (arcsin), arkuskosinus(arccos), arkustangens(arctg), arkuskotangens(arccotg)).

) . __sinx coSx
Vzorce pre tangens a kotangens sa tvoria tak, ze g a=
cosx




Vzorce
sin(-x) = -sin(X)
cos(-x) = cos(x)
tg(-x) = -tg(x)
cotg(-x) = -cotg(x)
sin*(x)+cos*(x)=1
1
cotg (x)
cos(x-y) = sin(x)sin(y) + cos(x)cos(y)

tg(x)=

cos(x+y) = sin(x)sin(y) — cos(x)cos(y)
sin(x+y) = sin(x)cos(y) + sin(y)cos(x)

sin(x-y) = sin(x)cos(y) — sin(y)cos(x)
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1 1g(x)1g(y)

sin(2x) = 2sin(x)cos(x)

cos(2x) = cos’x — sin’x = 2cos’x — 1
2tgx

tg 2x= >
g x

_ 1 cosx
2

1 cosx

2

cos(%)

sin(%)

1 cosx
1 cosx

()

sinx sin y=2sin % oS %

sinx sin y=2cos xTy sin %
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COsX coS y=2cos
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cosx cosy= 2sin



